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Program for forelaesning:

Lektion 3: W2.3-W2.6 .

e Funktionel form.
@ Antagelser for den simple linezere regressionsmodel.
o Middelrethed af OLS estimator.

@ Variansen af OLS estimator.
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Praedikterede veerdier og residualer:

Variationen i y kan ogsd dekomponeres:

e Total variation (SST) SST = Y7, (y; — ¥)? (variationen i y).
e Forklaret variation (SSE) SSE = Y7, (3 — )%

o Residual variationen (SSR) SSR = Y7, 0.

@ Den totale variation

SST = SSE + SSR.

@ Ekstra opgave: Vis ovenstdende. Hint
SST=Y1,1(i—y)P? =" (i—9i+9i—y)?=..
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Goodness of fit:

Udfra dekomponeringen af den totale variation kan man konstruere et mal
for, hvor meget af variation regressionsligningen forklarer

, SSE
- SST

Der geelder om R? :

e R? ligger mellem 0 og 1.

@ Jo hgjere R? er jo mere af variationen er forklaret.
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Eksempler:

Besvar spgrgsmalet: Hvilken figur har det stgrste R2?

Eksempel A Eksempel B
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Eksempel Ignligningen:
e Estimation af simpel model for timelgn og uddannelse:

timelgn=p, + B, uddannelse + u.

Vi benytter data fra Danmarks Statistik.

@ Data indeholder 1.078 observationer for personer som er tilfeeldigt
udvalgt i 1994.

@ For hvert individ har vi information om timelgnnen, kgn, antal ars
uddannelse, single, alder og erhvervserfaring.
o Datasattet er afgraenset siledes:
e 20-68 arige.
e Lgnmodtagere.

e Timelgn pd mere end 40 kr.
e Vi tilfgjer nu: Uddannelse>0

@ Data kan findes p3 Absalon.
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Eksempel Ignligningen:

Estimation med STATA.
o STATA program

clear all

cd "c:\undervisning\data"
use wage

regress wage edu if edu>0

@ Resultater:

timelgn = 60.23 + 6.69 - uddannelse;, i=1,....1,046

e Fortolkning?
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Enhederne og funktionel form:

e Kan (simpel) regressionsanalyse anvendes p& mere generelle modeller?
Ja.

Det er muligt at lave linezere transformationer af modellen, men
parameterestimaterne &ndrer sig

Man behgver ikke at have en linezr relation mellem y og x (s& lenge
modellen er linezr i parametrene)

gly) = ,Bo+51f(x)+u-

Fortolkningen af parametrene bliver anderledes.
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Enhederne og funktionel form:
Regresionsmodel:

timelgn; = B, + B, uddannelse; + u;

Hvad sker der, ndr man benytter andre enheder for den afhangige
variabel?

F.eks. maler timelgnnen i 2010-DKK:

timelgn?°'0 = timelgn}®* x 1.37

Hvad sker der, hvis man benytter andre enheder for den forklarende
variabel?

F.eks. maler uddannelse i maneder i stedet for ar?

uddannelse™ " = 12 x uddannelse?”

Hvad hvis man bruger log(timelgn;) i stedet for timelgn; som den
afhaengige variabel?
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Lgnregression:

timelgn; = B, + B, uddannelse; + u;

0 2 ©) @
Afhzngig. var. timelgn®*  timelgn'®  timelgn®* log(timelgn*)
Const 60.23 82.53 60.23 4.35
uddannelse®” 6.69 9.17 - 0.05
uddannelse™3ned - - 0.558 -
N 1,046 1,046 1,046 1,046
R? 0.142 0.142 0.142 0.140

Bemaerk: 32 observationer er UDELADT, fordi observationerne havde
uddannelse=0.
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Lgnregression:

| arbejdsmarkedsgkonomi estimerer man ofte Ignligningen med fglgende
regressionsmodel (dog er der som regel flere forklarende variable):

log (timelgn;) = B, + B, uddannelse; + u;
Fortolkningen af parameteren, S, :

@ Den relative ndring af timelgnnen ved at tage et ars ekstra
uddannelse (ceteris paribus)

@ 100pB; er ca. det procentvise afkast af et &rs ekstra uddannelse

Bemaerk: vi antager samme procentvise afkast uanset niveauet af
uddannelse.
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Funktionel form:

Almindelige former

Model Afh var. | Forkl. var. | Fortolkning af B, | Elasticitet

Level-level y X g—ﬁ Bij

Log-level | log(y) X % g—i Bix
- Yy By

Level-log y log (x) x & ;

<Ix
QJ‘Q)
X <
=
o

Log-log | log(y) | log(x)
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Funktionel form:

Den linezre regressionsmodel skal vaere linezer i parametrene, og ikke
ngdvendigvis i variablene.

Er de fglgende modeller en lineaer regressionsmodel?
Svar p& Absalon.

0 yi =By + Prvxitui

Q exp(yi) = By +ByvVxi +3+u;
Q@ Y = Ay,

Q logy; =rf3OX,-ﬁ1 + uj

© Hvilken model kan laves om s3 den bliver linexere?
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OLS estimatoren er middelret

Definition (see appendix C2)
Antag vi har en estimator b (stokastisk variabel)

En estimator b for B er middelret hvis:
E(b) =p

for alle veerdier af

@ Middelrethed er en statistisk egenskab.

@ Hvorfor er det vigtigt, at en estimator er middelret?
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OLS estimatoren er middelret

Antagelser for den simple linezre regressionsmodel

SLR.1 Linear i parametrene:

y=pBo+ B x+u

SLR.2 Tilfeeldig udvaelgelse:
Vi har tilfeeldigt udvalgte observationer {(x;,y;) : i =1,...,n} fra en
population. Det betyder, at observationerne er uafhangige.

SLR.3 Variation i x:
| datasaettet m& x ikke antage den samme veerdi for alle observationer

SLR.4 Den betingede middelveerdi af fejlleddet skal vaere 0: E(u|x) =0
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Middelret OLS estimator:

Teorem 2.1: Middelrethed af OLS estimatoren
Under antagelse af SLR.1-SLR.4, er OLS estimatoren middelret:

Bevis for E(B,) = B,
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Bevis for OLS er middelret:

Ingredienser til beviset:

SLR.1: Model: y; = By + By xi + u;
SLR.3: SST, =YY" ;(x; —x)®> # 0
SLR.4: E(ulx) =0

OLS estimatoren: p, = St (ng_)_d = Lianbooi)

Regneregler:
oY ,(x;—X%x)=0
® SST, =Y/ 1(xi —x)* = LIy xi(x — %)

e E(a(x)y + b(x)|x) = a(x)E(y|x) + b(x) (se Appendix Math
refresher B-4f)
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Variansen af OLS estimatoren:

@ Selvom OLS estimatoren er middelret, er det ikke det samme som, at
OLS estimatoren er lig den sande parameter (3, kan vaere forskellig

fra B).

@ OLS estimatoren er en stokastisk variabel, og derfor har den en varians
(og en middelvaerdi, som vi lige har vist er lig de sande parameter).

Vi vil nu finde variansen af OLS estimatoren, men s3 behgver vi en ekstra
antagelse:

SLR.5 Variansen af fejlleddet er konstant

Var(u|x) = o?.
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Variansen af OLS estimatoren:

SLR.5 Variansen af fejlleddet er konstant

Var(u|x) = ¢°.

@ Vi behgver antagelserne SLR.1-SLR.4 for at vise, at OLS er middelret,
men vi behgver ikke SLR.5.
o Antagelserne SLR1-SLR.5 kaldes Gauss-Markov antagelserne

o Antagelsen SLR.5 ggr det det lettere at udlede variansen af OLS
estimatoren, men vi kan ogsd udlede variansen af OLS estimatoren
under andre antagelser (det kommer i kapitel 8).
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Homoskedasticitet:
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Heteroskedasticitet:
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Homoskedasticitet:

Hvad betyder homoskedasticitet?

@ Det betyder at variansen er konstant (ikke afhaenger af x).

@ Vi kan vise, at ndr SLR.5 er opfyldt, s& gzlder.

Var(ul) = E(fu— E(ul)R 1)
E([u]?[x)
= E(dP|x) =2

Der gelder ogsa, at:
0? = E(v®|x) = E(u?) = Var(u)

Altsa den ubetingede varians af fejlleddet er ogsa o2.
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Variansen af OLS:

Teorem 2.2
Under antagelse af SLR.1.-SLR.5 galder der, at variansen af OLS
estimatoren er:

. o2
Var('Bl‘X) = Zr]_l(xl_ _ )—<)2
21 yn 2
i - AT
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Bevis for variansen af OLS:

Ingredienser til beviset:

OLS estimatoren: B, = B, + %X’X)Xg)
Antagelser:

e SLR.1: Model: y; = B, + By xi + u;
@ SLR.2: observationerne er uafthaengige.
@ SLR.3: SST, =YY" ;(x;—x)>#0
e SLR.4: E(ulx) =0
e SLR.5: Var(u) = 0?
Regneregler:
o Var(a(x)y + b(x)|x) = [a(x)]?Var(y|x)
e Huvis y; og y» er uathaengige: Var(y; + y2) = Var(y1) + Var(y2)
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Variansen af OLS:

Variansen af fejlleddet 02 er ukendt.
Vi kan bruge fglgende estimator for variansen af fejlleddet

L SSR

l\)

Teorem 2.3

Under antagelse af SLR.1-SLR.5 er estimatoren for variansen af fejlleddet
middelret:
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Variansen af OLS (Bevis):

Bevis:
Vi antager at SLR.1-SLR.5 er opfyldt. Vi ved at

o=y — Bo - ,le,- = uj — (Bo - :30) - (B1 - 51)Xi

Da gennemsnittet af residualerne er lig 0 har vi
1. _ - -
0 = —Yo=a—(By—By) — (By—Ppx &
—(By—By) = —0+ (B, —By)x
Ved at indsatte (2) i (1) fér vi
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Variansen af OLS (Bevis):

Vi regner nu pé
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Variansen af OLS (Bevis):

Fgrste led:

E(Y (ui— D)2|X) = (n— 1)(72
i=1
Andet led:

E((51_31)255Txyx) = SSTXVar(,Bl\x)

2
_ o _ 2
= SST, SST. o
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Variansen af OLS (Bevis):

Tredje led:
Her benytter vi at

(B, ) = Ho i =),

Tredje led er derfor

20y =) Lulx -0 = 2HEgE IS -9
(S 05— )

=2 SST,
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Variansen af OLS (Bevis):

Vi har nu at

E((iu,(x,-—k)) x) = Var(iu,-(x,-—x»

= ¢?SST,

Fgrste lighedstegn f&s ved at E((Yj_; ui(x;i — X)) |x) = 0 (SLR.4). Andet
lighedstegn fas ved at benytte, at observationerne er uafhaengige (SLR.2).
Den betingede varians af en sum er da summen af de betingede varianser.
Fjerde lighedtegn fas ved at bruge SLR.5.
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Variansen af OLS (Bevis):

STy
SST,

E(i(a,ﬁ) = (n—1)0® +0°> -2

= (n—2)0?
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Variansen af OLS:

Vi kan nu udregne standardfejlen for estimatoren (ikke
standardafvigelsen).

Under antagelserne SLR.1-SLR.5 er standardfejlen for OLS estimatoren

n g

se(p;) =

n

i1 (xi — x)?

Standardfejllen giver et mél for variationen i OLS estimatoren (som skyldes
den tilfeeldige stikprgve).

Vi skal bruge standardfejlen nar vi skal til at lave hypotesetest.
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Ngglebegreber fra forelaesningen:

@ Antagelserne for OLS: SLR1-SLR.5
@ OLS estimatoren er middelret ndr SLR.1-SLR.4 er opfyldt
@ Variansen af OLS estimatoren er(ndr SLR.1-SLR.5)

N o2
Var X) = —/——7—",
(ﬁl’ ) 7:1(X,'—)_<)2
hvor variansen kan estimeres som
1 n SSR
0% = Y o=
n—2* n—2
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Naeste gang torsdag d. 18.2:

Lektion 4: W3.1-W3.2

Forberedelse: repeter regneregler for middelvaerdier og varians (tag
quizzen)
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